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Réseaux de Petri
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Considérons le probleme des philosophes chinois (pour trois philosophes). Chaque
philosophe peut étre dans deux états, soit il pense, soit il est en train de manger des spaghettis
(chinois). Pour manger il a besoin de deux ressources qui sont les baguettes. Mal heureusement,
vu la grande pauvreté du maitre de maison, il n'y a que trois baguettes sur la table, elles sont
poseées entre les philosophes. Dans I'état initial les trois philosophes pensent. Chaque fois qu'un
philosophe décide de manger, il doit prendre la baguette située a sa droite et |a baguette située a
sagauche. Il doit faire celad'un coup pour éviter la situation de blocage mortel qui peut arriver si
chague philosophe n'a gu'une seule baguette. Lorsqu'un philosophe est rassasi€é, il repose les deux
baguettes ce qui donne a ses voisins une possibilité de manger.

Exercicel:

On choisit de baser |a représentation sur 6 objets : les 3 philosophes et les 3 baguettes. Le
réseau de Petri de la figure 1 représente une vision abstraite du systéme d'objets. On veut faire
apparaitre les états éventuel s des 6 objets.

a) calculer une base de composantes conservatives positives.

b) Donner les états internes des 6 objets trouvés.

c) Montrer qu'il est impossible que deux philosophes se saisissent d'une méme baguette.

Exercice2:

Montrer par réduction (bien donner les régles) du réseau de Petri de la figure 1 quiil
possede bien les "bonnes" propriétés.

Figure 1

IENAC SO00 1



Exercicel:

Correction
__0__

a) On construit la matrice C puis on cherche a résoudre le systéme d'équation c'.f=0

(ou, de fagon équivalente : fT.Cc= 0) en privilégiant les vecteurs de base positifs.

ta
plL +1
p2 -1
p3 U1
pa L1
p5 — 0
p6 -0
p7 4O
p8 1O
p9 OO

tb tc td te tf

10 0-1
10 0

OO0 OO0 O b
OOI'AHlLlLO
OOkt krpoo
- oo oo

1C

-1C

On peut éiminer I'équation associée ata et la variable associée ap3 en remplagant laligne
associée a pl par la somme des lignes associées a pl et p3, celle associée a p2 par la somme de
celles associées a p2 et p3 et enfin celle associée a p4 par la somme de celles associées a p3 et

p4.

pl+ p3

p2 + p3

p3+ p4

C = P
p6

p7

p8

p9

tb tc td te tf
0o 0 0-1

0o 0 O

0

1C

Maintenant on peut éiminer I'équation associée a tc et la variable associée a p6 en
remplacant la ligne associée a p3+p4 par la somme des lignes associées a p3+p4 et p6, celle
associée a p5 par la somme de celles associées a p5 et p6 et enfin celle associée a p7 par la
somme de celles associées a p6 et p7.
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th td te tf

pt.+p3 O 0 -1 1r

p2+p3 00 0 0 OC

p3+pd+p6 00O 0 0 oOC

C2 = ps5+p6 Jo o o of
06+ p7 go 0 -1 1E

p8 [0 0 -1 1

p9 o0 0 1 -1r

Finalement on peut éliminer I'éguation associée a te et la variable associée a p9 en
remplagant la ligne associée a p1+p3 par la somme des lignes associées a pl+p3 et p9, celle
associée a p6+p7 par la somme de celles associées a p6+p7 et p9 et enfin celle associée a p8 par
la somme de celles associées a p8 et p9.

tb td tf
pl+p3+p9 O O OC
p2+p3 00O 0 oL

C; =  P3+p4+pé Uo o ot
p5+p6 Do 0 ot

06 + p7 + 9 Eo 0 oE

P8+p9 00 O OF

On obtient aors la base suivante formée de 6 composantes toutes positives, et les
invariants associés :

flf2 £3 4 ¢35 £° L
pLOl1 0 0 0 0 0O gl : M(p1) + M(p3)+ M(p9) =1
p3t1 1 1 0 o oU 0
990 0 1 0 o o ~ 0%:M(p3)+ M(p4)+ M(p6) =1
Base: 5 0 0 0 0 1 0 OD Invariants D4
P> g 0 0% :M(p5)+M(p6)=1
p6 0O 0 1 1 1 O
0 0 Os
p750 0 0 0 1 Op °: M(p6)+ M(p7) +M(p9)=1
pd 0 0 0 O O O 1n 6.
:M(p8)+ M(p9)=1
poo 1 0 0 O 1 1O EI (p ) (p )

b) Comme les 6 composantes ne contiennent, chacune, qu'un seul jeton, il est possible
d'associer un objet a chacune d'entre elles.

A la composante 1, on peut associer |a baguette B1, avec les trois états pl (disponible), p3
(utilisée par Phl) et p9 (utilisée par Ph3).

A lacomposante I3, on peut associer |a baguette B2, avec les trois états p4 (disponible), p3
(utilisée par Phl) et p6 (utilisée par Ph2).
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A lacomposante |5, on peut associer |a baguette B3, avec les trois états p7 (disponible), p6
(utilisée par Ph2) et p9 (utilisée par Ph3).

A lacomposante 12, on peut associer |e philosophe Phl avec ses deux états p2 (pense) et p3
(mange).

A lacomposante 14, on peut associer |e philosophe Ph2 avec ses deux états p5 (pense) et p6
(mange).

A lacomposante 16, on peut associer |e philosophe Ph3 avec ses deux états p8 (pense) et p9
(mange).

c) Considérons le philosophe Phl. Le seul état pour lequel il a des baguettes (B1 et B2) est
I'état codé par M(p3)=1. D'aprés lesinvariants 11 et I3, celaimplique M(p6) =0 et M(p9)=0
et donc les deux autres philosophes Ph2 et Ph3 ne peuvent pas manger. |ls n‘'ont donc pas les
baguettes. Par symétrie celaest vrai pour toutes |es baguettes.

En fait ce sont les invariants |1, 13 et IS qui assurent qu'une baguette donnée ne peut étre
utilisée que par un philosophe alafois.

Exercice?2:

La place p3 est substituable. En effet, la transition ta produit un jeton dans la place p3, et
ce jeton est exactement la condition nécessaire (la seule) au franchissement de th. Il est
consommeé par le franchissement de tb. De plus le marquage initial de p3 est zéro ( Mo(p3) =0).

Et latransition tb possede au moins une place en sortie : p2. Nous aurons donc équivalence vis-a
vis des trois bonnes propriétés.

Exactement de la méme fagon (par symeétrie), les places p6 et p9 sont substituables. On
obtient alors le réseau de Petri de lafigure 2.

Figure 2

Maintenant les places pl, p2, p4, p5, p7 et p8 sont implicites de fagon dégénérée. Elles ne
sont reliées au reste du réseau de Petri que par des boucles éémentaires (de poids 1) et leur
marquage initial (égal a 1) est tel qu'dlles ne peuvent empécher leurs transitions de sortie d'étre
franchies. On obtient alors le réseau de Petri de lafigure 3.
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tabrc/ tcdC— tef C—
Figure 3
Finalement les transitions tab, tcd et tef sont identiques car elles ont les mémes ensembles
de places d'entrée et les mémes ensembles de places de sortie (il sagit des ensembles vides). On
obtient alors le réseau de lafigure 4. Il sagit du réseau compléetement réduit qui est borné, vivant
et rénitiaisable.
tabrc/
Figure 4
Donc le réseau de Petri initial est également borné, vivant et rénitialisable. A partir des

invariants de places 11, 12, 13| 14, 15 et 16 calculés auparavant, il est méme possible de préciser
gue le réseau est sauf (c'est-a-dire 1-borné).
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